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A geometric property for
the phase front for Gaussian beams
Matias Dahl
Matematiikan laitos, TKK
PL 1100, 02015 TKK
matias.dahl@tkk.ﬁ
An electromagnetic Gaussian beam is an asymptotic solution to Maxwell’s
equations that propagates along a curve; at each time instant the entire
energy of the solution is concentrated around one point in space. Such a
solution is of the form
E = Re{eiPθ(x,t)E0(x, t)}. (1)
Here P > 0 is a large constant, E0 is a complex vector ﬁeld, and the function
θ is a complex phase function for E. Also, for a ﬁxed t, the phase front of E
is
Ft = {x : Re θ(x, t) = Re θ(c(t), t)}.
Figure 1: Examples of phase fronts. The arrows show direction of propagation.
The advantage of representation (1) is that qualitatively E0 and θ contain
diﬀerent type of information about E. One can think of equation (1) as a
separation of variables; E0 describes how E is polarized, and θ describes how
E propagates and its amplitude. By deﬁnition, ﬁeld E is a Gaussian beam
if the ﬁrst three Taylor coeﬃcients of θ satisfy certain conditions [1]. These
conditions imply that the solution is always concentrated around one point
in space.
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In recent work by A. P. Kachalov [1, 2], electromagnetic Gaussian beams
have been studied in a diﬀerential-geometric setting. Under suitable condi-
tions on the media, propagation of a Gaussian beam is determined by Rie-
mannian geometry [4, 5]. For example, geodesics are admissible curves for
Gaussian beams, and a curvature equation (called the complex tensor Ricca-
ti equation [3]) determines the second order terms in θ. These second order
terms determine a matrix G. Its imaginary part describes how E decays in
diﬀerent directions in space. The aim of this presentation is to give a geomet-
ric interpretation of ReG. Namely, ReG is essentially the shape operator for
the phase front [6]. An important aspect of this result is that it only relies
on the geometry induced by the electromagnetic media.
References
[1] A. P. Kachalov, Gaussian Beams for Maxwell Equations on a Manifold,
Journal of Mathematical Sciences, Vol. 122, Issue 5, Aug 2004, pp. 3485–
3501.
[2] A. P. Kachalov,Gaussian beams, Hamilton-Jacobi equations, and Finsler
geometry. (Russian), Zap. Nauchn. Sem. S.-Peterburg. Otdel. Mat. Inst.
Steklov. (POMI), Vol. 297, 2003.
[3] A. Kachalov, Y. Kurylev, M. Lassas, Inverse Boundary Spectral
Problems, Chapman & Hall/CRC, 2001.
[4] M. Dahl, Propagation of electromagnetic Gaussian beams using
Riemann-Finsler geometry, Licentiate thesis, Helsinki University of
Technology, 2006.
[5] M. Dahl, Propagation of electromagnetic Gaussian beams using Rieman-
nian geometry, Progress In Electromagnetics Research, vol. 60, pp. 265–
291, 2006.
[6] M. Dahl, A geometric interpretation of the complex tensor Riccati equa-
tion for Gaussian beams, preprint.
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Calculation of capacitances and inductances
of ring conductors in a stratiﬁed medium
Tommi Dufva1 and Johan Sten2
1 Electromagnetics Laboratory, Helsinki University of Technology,
c/o VTT Technical Research Centre of Finland
PL 1000, 02044 VTT
tommi.dufva@vtt.ﬁ
2 VTT Technical Research Centre of Finland
PL 1000, 02044 VTT
johan.sten@vtt.ﬁ
The talk presents an accurate and eﬃcient method for calculating the
capacitances and the inductances of thick ring conductors in a stratiﬁed me-
dium. These parameters are evaluated from the charges and the currents
found from two separate surface integral equations by using the Galerkin
method. The relevant Green’s functions are written in a spatial-spectral hy-
brid form, and the hybrid method is pursued further to the evaluation of the
respective system matrix elements. The charges and the currents are estima-
ted by using entire-domain basis functions including the physically correct
edge behaviour of the distributions on the conductors with a rectangular
cross-section.
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Syda¨nha¨vio¨iden riippuvuus
mekaanisesta ja¨nnityksesta¨
Katarzyna Fonteyn
Teknillinen korkeakoulu, Sa¨hko¨- ja tietoliikennetekniikan osasto,
Sa¨hko¨mekaniikan laboratorio, Otakaari 5 A, Espoo
PL 3000, 02015 TKK
katarzyna.fonteyn@tkk.ﬁ
Maailmanlaajuisesti tuotetusta sa¨hko¨voimasta enemma¨n kuin 5% muut-
tuu la¨mmo¨ksi sa¨hko¨koneiden rautasyda¨missa¨. Suomessa sa¨hko¨moottorit ku-
luttavat enemma¨n kuin 65% sa¨hko¨energiantuotannosta Siita¨ syysta¨ pieni ko-
neen ha¨vio¨iden supistus va¨henta¨a¨ olennaisesti kokonaisenergiankulutusta ja
koneen ka¨ytto¨kustannuksia. Osa ha¨vio¨ista¨ tapahtuu syda¨messa¨, joka on ra-
kennettu ferromagneettisista laminaateista. Syda¨nha¨vio¨t, jotka la¨mmitta¨va¨t
materiaalia, ilmaantuvat jos ferromagneettinen materiaali on muuttuvassa
magneettikenta¨ssa¨. Ha¨vio¨t jakautuvat pyo¨rrevirtaha¨vio¨ihin ja hystereesiha¨vi-
o¨ihin [1]. Magneettisten ominaisuuksien riippuminen mekaanisesta ja¨nnityk-
sesta¨ tekee rautaha¨vio¨ihin liittyvista¨ ilmio¨ista¨ viela¨kin monimutkaisempia.
Todellakin, kun ferromagneettisten materiaalien magneettisten alueiden ra-
kenne muuttuu mekaanisen ja¨nnityksen vaikutuksesta, ha¨vio¨t ja magneto-
striktio kasvavat nopeasti. Jos magneettikentta¨ on 1 T, ha¨vio¨iden kasvu 20
MPa puristusja¨nnityksen alaisena on melkein 50% verrattuna ja¨nnityksetto¨-
ma¨a¨n tapaukseen (kuva 1) [2].
Kuva 1: Hystereesiha¨vio¨t mekaanisen ja¨nnityksen funktiona [2]
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Kuva 2: Mittausja¨rjestelma¨
Mittaukset on yleensa¨ tehty niin, etta¨ mekaaninen ja¨nnitys on kenta¨n
suuntainen (kuva 2). Kuitenkin tavallisissa sa¨hko¨koneissa kentta¨ on pyo¨riva¨
[2]. Mittausja¨rjestelma¨n ta¨ytyy ja¨ljitella¨ sa¨hko¨koneen laminaattien magne-
tointia mahdollisimman todenmukaisesti.
Ta¨ma¨n vuoksi tyo¨ssa¨ on rakennettu mallikappale, jossa molemmat te-
kija¨t (ja¨nnitys ja pyo¨riva¨ kentta¨) on huomioitu. Malli on todennettu myo¨s
simuloimalla.
Viitteet
[1] The measurement of magnetic properties of electrical sheet steel
- survey on methods and situation of standards, J. Sievert,
Physikalisch-Technische Bundesanstalt (PTB), Bundesallee 100, D
38116 Braunschweig, Germany, Journal of Magnetism and Magnetic Ma-
terials 215/216 (2000) 647-651.
[2] Makaveev D., Field homogeneity in a two-phase rotational single sheet
tester with square samples, Journal of magnetism and magnetic mate-
rials, 196-197 (1999) 937-939.
9
Surface Integral Equations For Planar
Corrugated Surface Using Impedance
Boundary Approximation
Ilari Ha¨nninen
Electromagnetics laboratory, Helsinki University of Technology,
P.O. Box 3000, FI-02015 TKK, Finland
ilari.hanninen@tkk.ﬁ
A corrugated surface, whose dimensions are tailored to a certain wave-
length, can be considered to be a good approximation of the soft-and-hard
surface (SHS), which has the boundary conditions
uˆ ·E = 0, uˆ ·H = 0, (1)
where we denote the direction of the corrugation by uˆ and the direction
perpendicular to the corrugation by vˆ, so that uˆ × vˆ = nˆ, where nˆ is the
unit normal vector to the surface. The impedance boundary condition can be
written in a matrix form in the local orthogonal coordinate system (u, v, n)
as (
Eu
Ev
)
=
(
Zu 0
0 Zv
)(−Hv
Hu
)
=
(
0 −Zu
Zv 0
)(
Hu
Hv
)
, (2)
where for the SHS boundary Zu → 0 and Zv → ∞. We can also write the
impedance boundary condition by means of admittance as(
Hu
Hv
)
= −
(
1/Zv 0
0 1/Zu
)(−Ev
Eu
)
=
(
0 1/Zv
−1/Zu 0
)(
Eu
Ev
)
. (3)
If we consider a real corrugated surface close to the resonant frequency, then
the problem with using equations (2) and (3) in numerical computations
with an impedance boundary approximation is that in both equations one
of the impedance or admittance components is very large, which renders
the computations numerically unstable and the resulting system matrix very
poorly conditioned, which in turn leads to highly inaccurate solutions.
The solution is to consider what happens in the limiting case when we
approach the resonant frequency, when the surface may be approximated
by the soft-and-hard surface (SHS), so using the impedance and admittance
boundary conditions we should then get at the resonant limit the equations
(1). From this point of view, it is clear that we need to pick from both
matrix equations (2) and (3) only the ﬁrst rows, which correspond to those
impedance and admittance components which approach zero at the resonant
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limit. This gives us the boundary condition for the corrugated surface close
to the resonant frequency,
(
Eu
Hu
)
=
(−Zu 0
0 1/Zv
)(
Hv
Ev
)
. (4)
In the numerical solution of the boundary problem, we also replace the small
vˆ-components of the surface currents by the corresponding uˆ-components,
Jv = 1/ZvMu, Mv = −ZuJu. (5)
In practical use this means that in numerical computations the conﬁguration
of the basis functions must be such that they only allow current ﬂow to the
uˆ-direction on the corrugated surfaces. Finally, we get in the usual way the
surface integral equations for the impedance surface,
uˆ(r) ·Ep(r) = Zu
2
Ju(r)
+
1
iω1
uˆ(r) ·D(uˆJu)(r) + 1
iω1Zv
uˆ(r) ·D(vˆMu)(r)
+ uˆ(r) ·K(uˆMu)(r)− Zuuˆ(r) ·K(vˆJu)(r), (6)
and
uˆ(r) ·Hp(r) = 1
2Zv
Mu(r)
+
1
iωµ1
uˆ(r) ·D(uˆMu)(r)− Zu
iωµ1
uˆ(r) ·D(vˆJu)(r)
− uˆ(r) ·K(uˆJu)(r)− 1
Zv
uˆ(r) ·K(vˆMu)(r), (7)
where
D(F )(r) = (∇∇ ·+k2)
∫
S
G(r, r′)F (r′) dS ′, (8)
and
K(F )(r) = ∇×
∫
S
G(r, r′)F (r′) dS ′. (9)
With these equations, we are then able to compute the scattering response
of the corrugated surface close to or at the resonant case, without the need
to model the real corrugation. The high numerical cost of computing the
scattering response of the corrugated surface can thus be avoided.
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Solar wind electric sail - a new and
potentially powerful propulsion technique for
unmanned missions
Pekka Janhunen
Helsingin yliopisto, Fysikaalisten tieteiden laitos
PL 64, 00014 Helsingin yliopisto
pekka.janhunen@fmi.ﬁ
The level of used propulsion technology is the decisive factor which ulti-
mately sets the scale and scope of human space activity. We have recently
developed a solar wind electric sail which is able to use the solar wind dyna-
mic pressure for obtaining thrust. According to simulations, the thrust level
is enough to take a small to medium mass research probe (∼ 50 kg) to ﬁnal
outgoing speeds which are in the range 40–100 km/s. At this speed, e.g. Pluto
orbit would be reached in only 2–4 years. We will review the plasma physics
theory and simulations behind the concept, the basic mechanical construc-
tion, guiding and navigation strategies and the expected performance. We
will also discuss possible missions that could be implemented with the elect-
ric sail. One of the exciting new missions that could be realised is a probe
that goes out of the heliosphere in ∼ 15 years to measure the unperturbed
interstellar matter.
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Tieteellisen termisto¨n suomentaminen
Tiera Laitinen
Ilmatieteen laitos, Avaruus ja yla¨ilmakeha¨
PL 503, 00101 Helsinki
tiera.laitinen@fmi.ﬁ
Koska tieto konstruoidaan ja sita¨ ka¨sitella¨a¨n kielen avulla, kaikki
yliopiston opettajat ovat myo¨s kielen opettajia. Jokainen omas-
ta alastaan vastuullinen opettaja kiinnitta¨a¨ opetuksessaan — —
huomiota myo¨s sisa¨llo¨n ja kielellisen ilmaisun suhteeseen.
Na¨in toteaa Jyva¨skyla¨n yliopiston hallitus vuonna 2004 hyva¨ksyma¨ssa¨a¨n kie-
lipoliittisessa ohjelmassa [1]. Sama vastuu ulottuu kaikkiin asiantuntijoihin,
jotka kertovat tyo¨nsa¨ tuloksista myo¨s toisille ihmisille.
Yhteiskunnallinen keskustelu uusista ilmio¨ista¨ tarvitsee kattavaa ja ta¨s-
ma¨llisesti ma¨a¨riteltya¨ termisto¨a¨, jonka on samalla sovittava sujuvaan kie-
lenka¨ytto¨o¨n. Ainakin keskeisimpien termien olisi mieluusti oltava ymma¨rret-
ta¨via¨ ma¨a¨ritelmiin perehtyma¨tto¨ma¨lle maallikollekin. Kuvaavat omakieliset
termit myo¨s helpottavat uusien asioiden omaksumista ja edista¨va¨t luovuut-
ta. Toisaalta termien kuvaaman ka¨sitteisto¨n on pysytta¨va¨ yhdenmukaise-
na kansainva¨lisen tiedeyhteiso¨n ka¨ytta¨ma¨n ka¨sitteisto¨n kanssa, ja siksi myo¨s
suomenkielisen termisto¨n on oltava mahdollisimman yhteensopiva laajemmin
ka¨ytettyjen kielten termisto¨jen kanssa.
Vaikka Suomella on kokoaan suurempi osa maailman tieteessa¨, useimmat
uudet keksinno¨t ja siten myo¨s ensimma¨iset niita¨ kuvaavat sanat syntyva¨t
jossain muualla. Suomenkielisen termin puuttuessa alan asiantuntijoiden en-
simma¨inen ha¨ta¨ratkaisu on usein sitaattilainaaminen, joka tarkoittaa vieras-
kielisen ilmauksen ka¨ytta¨mista¨ sellaisenaan.
Mika¨li uusi ka¨site ja¨a¨ pysyva¨a¨n ka¨ytto¨o¨n, se tarvitsee sanan, joka so-
pii suomen kielen a¨a¨nnne- ja kirjoitusja¨rjestelma¨a¨n ja jota on helppo tai-
vuttaa. Lainasanan mukauttaminen merkitsee alkupera¨lta¨a¨n vieraskielisen
sanan a¨a¨nne- ja kirjoitusasun muuttamista na¨iden vaatimusten mukaisiksi.
Osittaisessa mukauttamisessa sanaan voidaan ja¨tta¨a¨ vieraspera¨isia¨ a¨a¨nteita¨
tai a¨a¨nneyhtymia¨; ta¨rkeinta¨ on muokata sanan loppu helposti taivutettavaksi
seka¨ a¨a¨nne- ja kirjoitusasu toisiaan vastaaviksi.
Vanhojen termien uudet yhdistelma¨t voi yleensa¨ suomentaa ka¨a¨nno¨slai-
naamalla eli muodostamalla samanlaisen yhdistelma¨n vastaavista suomenkie-
lisista¨ termeista¨. Ka¨a¨nno¨slaina voi myo¨s pohjautua termeiksi otettavien sa-
nojen yleiskielisiin merkityksiin. Kielten rakenne- tai vivahde-erot saattavat
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joskus esta¨a¨ ka¨a¨nno¨slainaamisen, mutta milloin suoraviivainen ka¨a¨nno¨slaina
on muodostettavissa, se on selvin ja luonnollisin vaihtoehto.
Mita¨ laajempaan ka¨ytto¨o¨n uuden ka¨sitteen voi odottaa tulevan, sita¨ tar-
kemmin on syyta¨ pohtia myo¨s omapera¨isen termin muodostamista. Se antaa
parhaat mahdollisuudet tavoitella napakkuutta, kuvaavuutta ja luontevuut-
ta. Toisaalta kokonaan uuden sanan vakiinnuttaminen on yleensa¨ tyo¨la¨sta¨.
Sita¨ helpottaa esimerkiksi vertautuvuus muihin saman ka¨sitepiirin termei-
hin, mika¨ on muutenkin huomion arvoinen asia. Muiden kielten ratkaisuista
voi usein ottaa mallia, ja toisaalta samoja ilmio¨ita¨ kuvatessa voidaan pa¨a¨tya¨
riippumattomastikin samankaltaisiin ratkaisuihin, joten selva¨a¨ rajaa oma-
pera¨isen sananmuodostuksen ja ka¨a¨nno¨slainaamisen va¨lilla¨ ei ole.
Esitelma¨ssa¨ni pohdin edella¨ mainittujen suomennostapojen hyvia¨ ja huo-
noja puolia seka¨ havainnollistan niiden ka¨ytto¨a¨ avaruusfysiikasta poimituin
esimerkein. Hyva¨ suomentaminen edellytta¨a¨ seka¨ sisa¨llo¨n asiantuntemusta
etta¨ perehtyneisyytta¨ suomen kielen ominaispiirteisiin ja yleisiin kielenka¨yto¨n
lainalaisuuksiin. Lopuksi korostan, etta¨ parhaan suomennoksen valitsemi-
nen on pohjimmiltaan makuasia ja ka¨ytto¨o¨notto vain omasta aktiivisuudesta
kiinni. Siina¨ jokaisella suomenkielisella¨ on yhta¨la¨inen oikeus edista¨a¨ kielensa¨
kehitysta¨.
Viitteet
[1] Jyva¨skyla¨n yliopiston kielipoliittinen ohjelma:
http://www.jyu.ﬁ/strategia/kielpol.pdf
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Ionosphere correction in
mobile GNSS applications
Juha-Pekka Luntama
Finnish Meteorological Institute
P.O. Box 503, FI-00101 Helsinki
juha-pekka.luntama@fmi.ﬁ
The GNSS (Global Navigation Satellite System) applications use the mea-
surements of the range between the transmitters and the receiver to solve the
location of the receiver. The range measurements are based on the phase of
the code modulated on the satellite carrier signal and on the phase of the car-
rier signal itself. Both the code and the carrier phase suﬀer distortions when
the signal passes through the ionosphere and the plasmasphere surrounding
the Earth. The plasma in these regions causes carrier phase advance and
delay of the code phase in comparison to signals propagating in vacuum.
Without correction the ionosphere error in the navigation solution can be up
to 30 m.
There are two traditional techniques to mitigate the error caused by the
ionosphere. The ﬁrst technique is to use a linear combination of the mea-
surements at two GNSS transmission frequencies to form an ionosphere free
range observable L3 as
L3 =
(
f 21
f 21 − f 22
)
L1−
(
f 22
f 21 − f 22
)
L2, (1)
where f1 and f2 are the L1 and L2 carrier frequencies, and L1 and L2 are the
measurements at the two frequencies. The second method is to use diﬀeren-
tial measurement, where the navigation error is characterized with a reference
receiver at an accurately known location. In this method the navigation er-
ror is transmitted to all GNSS receivers in the vicinity e.g. by radio. Both
traditional ionosphere correction methods have problems in mobile applica-
tions where the GNSS receiver is embedded into another device, e.g. a mobile
phone. A two frequency GNSS receiver is more expensive and more power
consuming than a single frequency unit. A diﬀerential GNSS receiver requi-
res also an additional radio unit for receiving the correction information and
a ground based network of ﬁducial reference receivers.
An alternative approach for the ionosphere correction is to use numerical
ionosphere models to estimate the TEC (Total Electron Content) on the
GNSS signal propagation path. The ionosphere refraction for the code and
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carrier phase correction can be derived directly from the TEC as
∆ion = ±
(
40.3
f 2i
)
TEC, (2)
where i refers to the GNSS frequency L1 or L2. The + sign in Eq. 2 is used
for the code phase and - sign for the carrier phase measurements.
The TEC estimation is performed by using 3D models of the ionosphe-
re and plasmasphere electron density. Most of the models used today like
IRI (International Reference Ionosphere) and NeQuick are empirical. Howe-
ver, models based on the physics of the ionosphere are under development.
Important for the ionosphere correction is that the model must be able to
accurately represent the ionosphere seen by the mobile receiver. In the auro-
ral latitudes it is also important that the model can represent the horizontal
gradients in the ionosphere electron density during the ionospheric storms.
A key for achieving the required modelling accuracy is an eﬃcient use
of the available ionosphere measurement data. The GNSS system provides
continuously large amounts of global information about the status of the io-
nosphere. Equations 1 and 2 show that a TEC estimate can be calculated
from the carrier and code phase measurements of the GNSS transmission if
the locations of the transmitter and the receiver are accurately known. This
data is available from the existing networks of GNSS receivers (e.g. IGS,
EUREF, national geodetic and commercial networks). In addition, spacebor-
ne RO (Radio Occultation) measurements provide proﬁle measurements of
the ionosphere electron density. Global TEC maps are already provided in
near real time by many institutes. However, the current maps still have a
relatively coarse resolution. Especially in the auroral region the challenge is
to improve the map resolution and accuracy to provide suﬃciently accurate
TEC estimates for real time ionosphere correction in single frequency mobile
applications. The second challenge is to develop short and medium term io-
nosphere prediction techniques to warn the users when the GNSS accuracy
will be degraded for a limited time period due to an ionospheric storm.
This presentation describes the techniques currently researched at FMI
for using ionospheric models and ground based and spaceborne GNSS data
to derive ionosphere corrections for mobile applications. The focus of the
research is to develop data assimilation and ionosphere prediction techniques
for the auroral latitudes.
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Kustannustehokkuus ikkunoiden
EMC-suojauksen parantamisessa
Mikko Moisio, Juhani Ha¨ma¨la¨inen,
Raimo Ja¨a¨skela¨inen ja Jouni Peltonen
PVTTEIOS, PL 10, 11311, Riihima¨ki
mikko.moisio@mil.ﬁ
Sa¨hko¨magneettinen sa¨teily voi aiheuttaa ha¨irio¨ita¨ elektronisiin laitteisiin.
Ha¨irio¨t voivat kytkeytya¨ esimerkiksi sa¨hko¨johtojen kautta johtumalla tai ik-
kunoiden la¨pi suoraan sa¨teilema¨lla¨. Ha¨irio¨iden va¨henta¨miseksi voidaan ik-
kunat suojata erityisilla¨ kalliilla suojamateriaaleilla. Ta¨ma¨n takia on perus-
teltua tutkia mahdollisuutta ikkunan sa¨teilyla¨pa¨isyn pienenta¨miseen edulli-
silla lisa¨varusteilla. Edullisuuden lisa¨ksi mielekka¨a¨n ratkaisun tulee olla hy-
vin na¨kyva¨a¨ valoa la¨pa¨iseva¨ seka¨ helppo asentaa. Na¨illa¨ reunaehdoilla tutki-
muksessa on perehdytty lasien sa¨teilyn vaimennukseen vertaamalla tavallista
lasia, kaksinkertaista lasia, sa¨lekaihtimia, la¨mpo¨lasielementteja¨ seka¨ metal-
lista hyo¨nteisverkkoa suorittamalla laboratoriomittauksia radiokaiuttomas-
sa huoneessa. Lisa¨ksi mittauksia tehtiin ulkotiloissa tiiliseina¨isen rakennuk-
sen ikkuna-aukosta. Ulkomittauksien ja sisa¨mittauksien havaittiin korreloi-
van hyvin keskena¨a¨n, joskin ulkona vaimennustasot olivat hieman pienempia¨
kuin sisa¨mittauksissa.
Mittaustulosten perusteella havaittiin la¨mpo¨lasielementtien seka¨ hyo¨n-
teisverkon parantavan ikkunoiden EMC-suojaa merkitta¨va¨sti. Sa¨lekaihtimien
vaimennus vaihteli voimakkaasti riippuen kaihtimien asennosta. Tuplalasilla
ei havaittu olevan merkitysta¨ vaimennuksen parantamisessa. Tarkasteltaes-
sa kustannustehokkuutta, monika¨ytto¨isyytta¨, saatavuutta seka¨ asennuksen
helppoutta, la¨mpo¨lasit osoittautuivat suositeltaviksi vaihtoehdoiksi EMC-
suojauksen parantamisessa. Tutkimuksesta on raportoitu yksityiskohtaisem-
min viitteessa¨ [1].
Viitteet
[1] Peltonen J., Ja¨a¨skela¨inen R., Moisio M. and Ha¨ma¨la¨inen J.S.: A Search
for Economical Shielding Improvement of Windows. To appear in
Proceedings of EMC Europe 2006, Barcelona (2006).
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Miten houkutella opiskelijoita
avaruusfysiikan pariin:
Research Seminar on Sun-Earth Connections
Minna Palmroth ja Petri Toivanen
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PL 503, 00101 Helsinki
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Ilmatieteen laitoksen (IL) Avaruuden ja yla¨ilmakeha¨n tutkimuksen yk-
sikko¨ (AVA) ja¨rjesti keva¨a¨lla¨ 2006 uudenlaisen kurssin Helsingin yliopistol-
la. Kurssin tavoitteena oli innostaa uusia opiskelijoita avaruusfysiikan pariin
ka¨yta¨nno¨nla¨heisella¨ tavalla, vastapainona teoreettiselle opetukselle. Kurssin
oli myo¨s tarkoitus mainostaa seka¨ Kumpulan untuvikkoa Ilmatieteen laitosta
etta¨ IL:ssa¨ tehta¨va¨a¨ tutkimusta ja havaintotoimintaa. Kantavana ajatuksena
oli tuoda avaruusfysiikan uusin tutkimus la¨helle opiskelijaa; siis harjoittaa
tieteen asettamaa valistuksen velvollisuutta.
Kurssi koostui luento- ja harjoitusosista, ja kesti keva¨tlukukauden 2006.
Seitsema¨n viikon pituisen luento-osan aikana avaruusfysiikan seniorit ja jatko-
opiskelijat pitiva¨t yleistajuisen luennon omasta uusimmasta tutkimukses-
taan osana laajempaa kansainva¨lista¨ avaruusfysiikan suuntausta. Luennot
ka¨sittiva¨t koko avaruusfysiikan ketjun la¨htien Auringosta ja pa¨a¨tyen ilma-
keha¨n kautta Maan pinnalla havaittaviin avaruussa¨a¨n ilmentymiin. Ta¨sta¨
ketjusta tuli kurssille nimikin, Research Seminar on Sun-Earth Connections.
Ketjun Auringon ja ilmakeha¨n osuudesta vastasivat Helsingin yliopiston ja
IL:n Kaukokartoituksen (KAU) osaston asiantuntijat, kun AVA:n tutkijat
keskittyiva¨t aurinkotuulen, magnetosfa¨a¨rin ja ionosfa¨a¨rin esittelyyn.
Harjoitusosaan oli koottu erilaisia avoimia kysymyksia¨ Aurinko-Maa -
ketjusta. Opiskelijat, joita kurssille ilmoittautui pera¨ti 8, tekiva¨t valitsemas-
taan aiheesta pienen ohjatun tutkimuksen, johon kuului seka¨ raportti etta¨
esitelma¨ loppukonferenssissa. Na¨in opiskelijat pa¨a¨siva¨t kurkistamaan tutki-
muksen alaan myo¨s ammatillisessa mielessa¨ - miten tutkitaan, julkaistaan
ja pideta¨a¨n esitelmia¨. Sisa¨piirin vitsina¨ loppukonferenssissa oli myo¨s conve-
ner ja ice breaker, ja raporteista ehdotettiin koottavaksi myo¨s Proceedings
-julkaisu. Huumorimielesta¨ oli hyo¨tya¨kin, kun esitelmien ja¨lkeen kuulimme
viinilasien a¨a¨ressa¨ heti ensikommentit kurssista opiskelijoiden na¨ko¨kulmasta.
Kurssi oli varsin onnistunut. Loppukonferenssin esitelma¨t olivat kaikki
erinomaisia. Myo¨s luennoitsijoiden innostus oli ilmeista¨, mika¨ varmaan osal-
taan vaikutti kurssin positiiviseen yleisilmeeseen. AVA:lla tehtiinkin heti pe-
riaatepa¨a¨to¨s kurssin jatkosta, kun planeetta- ja instrumenttipuolen tutkijat
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alkoivat suunnitella omaa vastaavaa kurssiaan. Parasta konseptissa onkin
tutkijan na¨ko¨kulmasta juuri henkilo¨kohtaisen panoksen pienuus, kun loppu-
tuloksena on kuitenkin ta¨ysima¨a¨ra¨inen kurssi. Opiskelijat taas pitiva¨t eniten
juuri ka¨yta¨nno¨nla¨heisyydesta¨.
Vaikka kurssi olikin ensikertalaiseksi onnistunut, parannettavaakin lo¨ytyy.
Ensinna¨kin luennoilla olisi pita¨nyt olla 75% la¨sna¨olovelvollisuus. Kiireiset
opiskelijat kun tekeva¨t harjoitustyo¨pa¨a¨to¨ksensa¨ jo hyvissa¨ ajoin, ja saattavat
ka¨yda¨ kuuntelemassa vain omaa tyo¨ta¨a¨n sivuavat luennot. Alunperin kurs-
sia suunniteltaessa pa¨a¨tettiin, etta¨ jokainen luennoitsija hakee esimerkkinsa¨
lokakuussa 2003 tapahtuneesta ja¨ttima¨isesta¨ magneettisesta myrskysta¨, jot-
ta luentosarjaan saataisiin yhtena¨isyytta¨ eri teemojen va¨lille. Hyva¨sta¨ tar-
koituksesta huolimatta ta¨ma¨ ei ka¨yta¨nno¨ssa¨ toiminut, kun kiireiset tutkijat
ymma¨rretta¨va¨sti kera¨siva¨t luentonsa kasaan viime tingassa.
Konseptia voi periaatteessa ka¨ytta¨a¨ useilla eri aloilla. Erityisesti konsep-
ti sopii tutkimusla¨heiseen maailmaan, ja parhaimmillaan se monipuolistaa
yliopistojen opetusta. Konseptia voi myo¨s helposti muuttaa omiin tarkoituk-
siin sopivaksi: visiona voisi esimerkiksi olla lyhyt pa¨iva¨n tai parin tehokurssi,
jossa luennoitsijat tulisivat Oulun tai Turun yliopistoista Helsinkiin lukukau-
den aikana, tai pa¨invastoin. Ta¨llo¨in opetukseen saataisiin ta¨ydennysta¨ muu-
alla tehta¨va¨n avaruusfysiikan aihepiireista¨. Ta¨ma¨ on myo¨s luonnollinen ta-
pa lisa¨ta¨ yliopistojen va¨lista¨ yhteistyo¨ta¨ ja tuoda aluepoliittista na¨ko¨kulmaa
opetukseen.
Kurssin Internetsivut lo¨ytyva¨t osoitteesta
http://www.ava.fmi.ﬁ/∼minna/researchseminar/
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In Electrical impedance tomography (EIT), an unknown conductivity di-
stribution in a domain is reconstructed from electrode voltage measurements
made on the boundary. In the complete electrode model [1], the eﬀective con-
tact impedance between the electrode e and the boundary is characterized
by the number z > 0. The electrode voltages U induced by the current pat-
tern I can be found by solving the elliptic boundary value problem described
by the equation
∇ · (σ∇u) = 0 (1)
in the domain Ω, by the boundary conditions
σ
∂u
∂n
∣∣∣
∂Ω\∪e
= 0,
∫
e
σ
∂u
∂n
ds = I and
(
u + zσ
∂u
∂n
)∣∣∣
e
= U, (2)
 = 1, 2, . . . , L, on ∂Ω and by Kirchoﬀ’s current and voltage laws
∑L
=1 I = 0
and
∑L
=1 U = 0. With certain assumptions made on the domain and on the
conductivity distribution, there exists a unique pair u ∈ H1(Ω) and U ∈ RL
that satisﬁes the weak formulation of this problem.
In this work, numerical experiments were performed concerning perfor-
mances of h- and p-extensions [2] in FEM simulation of the complete electrode
model. In these computations, the domain Ω was the unit square [0, 1]× [0, 1]
and the conductivity distribution σ in Ω was identically one. Sixteen elect-
rodes (L = 16) with z1 = z2 = . . . z16 = 1 were placed evenly on the boun-
dary. The generated voltage data constisted of L − 1 electrode voltage vec-
tors U (1), U (2), . . . , U (L−1) induced by pair drive current patterns I (1), I(2), . . . ,
I(L−1) such that I(k)k = 1 and I
(k)
k+1 = −1 and all other entries are zero. In
each of these current patterns, the two current injecting electrodes were ad-
jacent. The FEM was used both in data generation and simulation. Each ﬁ-
nite element mesh used in these computations consisted of equal-sized square
shaped elements. In data simulation, bilinear and hierarchic shape functions
were used in h- and p-extensions, respectively. One h-extension process (a)
and three p-extension processes (b), (c), and (d) were executed. In these
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processes, elements of sizes h = h0, 2
−1h0, . . . , 2−7h0 with h0 = 1/9 and poly-
nomial orders p = 1, 2, . . . , 8 were employed. In data generation, the size and
the polynomial order of the elements were h = 2−3h0 and p = 8. A vector
containing all the generated data is denoted by UEX and a vector contai-
ning the simulated electrode voltages is denoted by UFE. Accuracy of the
simulation is measured in 2-norm by the relative error
RE = ||UEX −UFE||2/||UEX ||2. (3)
Figure 1 illustrates the convergence of the relative error (3) in the h- and p-
extension processes. The relative error is plotted against the dimension of the
ﬁnite element space on log10-log10 scale. The results show that p-convergence
rate is faster than the rate of h-convergence.
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Figure 1: The relative error (3) in the executed h-extension process (a) and
in the p-extension processes (b), (c) and (d) plotted against the dimension of
the ﬁnite element space on log10-log10 scale. The straight line represents the
h-extension process (a). The three curved lines from left to right represent
the p-extension processes (b), (c) and (d) respectively. The dashed lines show
the h-convergence rate in the cases where p = 2, 3, 4, 5, 6 or 7.
References
[1] Kaipio, J. P., Kolehmainen, V ., Somersalo, E. and Vauhkonen, M.,
“Statistical inversion and Monte Carlo sampling methods in electrical
impedance tomography,”Inverse Problems, Vol. 16, 1487–1522, 2000
[2] Szabo, B. and Babuska I. Finite Element Analysis, John Wiley & Sons,
New York, 1991
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Useimmat reuna-arvotehta¨vien numeeriset ratkaisumenetelma¨t tarvitse-
vat a¨a¨rellisen elementtiverkon. Verkko generoidaan ka¨ytta¨en liukulukuja ja
niiden a¨a¨rellisesta¨ tarkkuudesta johtuen verkon generointi voi epa¨onnistua.
Ongelman ydin on alkuverkko: mika¨li alkuverkko saadaan luotua, halutun
verkon laadun saavuttaminen on vain laskentaresurssikysymys. Erityisesti
geometriat, joissa on pienia¨ yksityiskohtia kaukana toisistaan, ovat ongel-
mallisia alkuverkon luomisen kannalta.
Tehta¨va¨n geometria kuvataan tietokoneella koordinaatistossa, mika¨ mah-
dollistaa mallin pisteiden esitta¨misen lukujen avulla seka¨ aritmetiikan. Arit-
metiikkaa voidaan puolestaan ka¨ytta¨a¨ esim. pisteiden va¨listen eta¨isyyksien
laskemiseen. Ohjelmissa ka¨yteta¨a¨n tavallisesti karteesista koordinaatistoa, ja
pisteiden va¨lisen eta¨isyyden tuottaa 2-normi. Nimita¨mme ta¨ta¨ standardikoor-
dinaatistoksi.
Verkon generoinnin kannalta on hyo¨dyllista¨ liitta¨a¨ koordinaattiluvut mal-
liin joustavammin. Ta¨llo¨in pienten yksityiskohtien va¨lista¨ eta¨isyytta¨ voidaan
pienenta¨a¨. Esita¨mme kaksi sovellutusta ta¨lle idealle. Ensimma¨isessa¨ mene-
telma¨ssa¨ verkon generointi aloitetaan suotuisasta koordinaatistosta, jonka
ja¨lkeen koordinaatistoa muutetaan askelittain kohti standardikoordinaatis-
toa. Verkko pideta¨a¨n joka askeleella ka¨ytto¨kelpoisena ja viimeistella¨a¨n stan-
dardikoordinaatistossa. Toisessa menetelma¨ssa¨ reuna-arvotehta¨va¨ asetetaan
ja ratkaistaan suoraan verkon generoinnin kannalta suotuisassa koordinaa-
tistossa. [1]
Viitteet
[1] Raumonen P., Suuriniemi S., Tarhasaari T., Kettunen L.: Adaption of
metric in numerical solution of quasistatic electromagnetic boundary
value problem, Journal of Applied Physics, la¨hetetty julkaistavaksi.
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Nykyisin sa¨hko¨koneita mallinnetaan joko analyyttisten mallien avulla
tai numeerisesti ratkaisemalla sa¨hko¨koneen magneettikentta¨ elementtimene-
telma¨lla¨ (FEM). Numeerinen ratkaisu on hyvin tarkka ja silla¨ voidaan tutkia
myo¨s vaikeasti mitattavia ominaisuuksia. Aika-askelmenetelma¨ssa¨ ratkais-
taan diﬀerentiaaliyhta¨lo¨ryhma¨, joka sisa¨lta¨a¨ tyypillisesti 10 000 yhta¨lo¨a¨. Kos-
ka raudan permeabiliteetti riippuu vuontiheydesta¨, ratkaistava yhta¨lo¨ryhma¨
on epa¨lineaarinen. Lisa¨ksi yleensa¨ halutaan mallintaa myo¨s roottorin lii-
ke. Numeerinen ratkaisu vaatiikin paljon laskentakapasiteettia, ja pidemma¨n
muutosilmio¨n laskeminen voi vieda¨ jopa useita pa¨ivia¨. Niinpa¨ varsinkin oh-
jaus- ja sa¨a¨to¨sovelluksissa ta¨ytyy ka¨ytta¨a¨ melko yksinkertaisia analyyttisia¨
malleja, joiden parametrit kuvaavat todellisuutta vain tietyssa¨ toimintapis-
teessa¨. Na¨issa¨ malleissa sa¨hko¨kone kuvataan muutaman diﬀerentiaaliyhta¨lo¨n
avulla.
Tutkimuksen tarkoitus on selvitta¨a¨, miten laajasta numeerisesta mallis-
ta voitaisiin siirtya¨ yksinkertaisempaan, mutta riitta¨va¨n tarkkaan analyyt-
tiseen malliin. Menetelma¨ssa¨ itse aika-askelmenetelma¨a¨ ei pyrita¨ yksinker-
taistamaan, vaan sen avulla tuotetaan dataa, jota ka¨yteta¨a¨n analyyttisten
mallien identiﬁointiin.
Tasapainotilassa toimivaan sa¨hko¨koneeseen syo¨teta¨a¨n lyhyt impulssimai-
nen hera¨tesignaali. Impulssi voidaan tehda¨ esimerkiksi staattorija¨nnitteeseen,
virtaan tai roottorin asentokulmaan. Tutkittavia vastesignaaleja voivat olla
esimerkiksi staattorivirta tai va¨a¨nto¨momentti. Vasteen sisa¨lta¨ma¨t taajuu-
det voidaan erottaa sa¨hko¨koneen normaalisti tuottamista taajuuksista te-
kema¨lla¨ impulssikoe kahdesti, ensin positiivisella ja sitten negatiivisella im-
pulssin amplitudilla. Molemmissa kokeissa ka¨yteta¨a¨n samaa alkutilaa. Kun
simuloidut hera¨tteet ja vasteet va¨henneta¨a¨n toisistaan, saadaan pysyva¨n ti-
lan taajuudet poistettua.
Aika-askelmenetelma¨n tulokset muunnetaan taajuusalueeseen ja tulok-
sena saadaan siirtofunktio esimerkiksi staattorija¨nnitteen ja -virran va¨lille.
Samaa ilmio¨ta¨ kuvaava analyyttinen malli johdetaan sa¨hko¨koneiden teorias-
ta ja mallin parametrit estimoidaan tuotetun datan avulla. Saatua mallia
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Kuva 1: Numeerisen sa¨hko¨konemallin avulla pyrita¨a¨n johtamaan yksinker-
taisempi analyyttinen malli.
voidaan ka¨ytta¨a¨ esimerkiksi sa¨hko¨koneen sa¨a¨to¨algoritmien kehitta¨misessa¨ ja
stabiiliuden tutkimisessa.
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Sa¨hko¨magneetikko J.J. Nervander 201 vuotta
Ari Sihvola
Teknillinen korkeakoulu, Sa¨hko¨magnetiikan laboratorio
PL 3000, 02015 TKK
ari.sihvola@tkk.ﬁ
Johan Jakob Nervander oli yksi merkitta¨vimmista¨ kulttuuri- ja tiede-
vaikuttajista 1800-luvun alkupuolen Suomessa. Ha¨n syntyi 23. helmikuuta
1805 Uudessakaupungissa, opiskeli Turun akatemiassa ja valmistui priimus-
maisterina viimeisessa¨ promootiossa ennen Turun paloa. Yliopiston muka-
na Nervander siirtyi Helsinkiin, julkaisi va¨ito¨skirjan In doctrinam electro-
magnetismi momenta vuonna 1829 ja nimitettiin fysiikan dosentiksi. Uuden,
matematiikan alaan liittyva¨n va¨ito¨skirjatyo¨n ja¨lkeen ha¨n sai apulaisprofes-
sorin paikan. Vuosina 1832–36 Nervander teki pitka¨n Euroopan-kiertueen
tutustuen aikansa kuuluisiin tiedemiehiin ja esitellen omia tutkimuksiaan.
Kun Nervander oli palannut kotimaahan, ha¨nen ponnistelujensa vaikutukses-
ta Helsinkiin perustettiin magneettinen observatorio, jonka johtajaksi ha¨net
nimitettiin vuonna 1838. Fysiikan professuurin Keisarillisessa Aleksanterin-
Yliopistossa ha¨n sai vuonna 1844, mutta jo keva¨a¨lla¨ 1848 isorokko katkaisi
ha¨nen ela¨ma¨nsa¨ ja tyo¨nsa¨.
Suuri on myo¨s Nervanderin merkitys autonomian ajan Suomen sivisty-
neisto¨n keskuudessa. Ha¨nha¨n oli lisa¨ksi runoilija ja Runebergin, Snellmanin,
Lo¨nnrotin, F. Cygnaeuksen ja muiden Lauantaiseuran ja¨senten aktiivinen
keskustelukumppani.
Ta¨ma¨ esitelma¨ kertoo Nervanderista sa¨hko¨magneetikkona ja erityisesti
ha¨nen ansioistaan sa¨hko¨isen virran kvantitatiivisessa havaitsemisessa. Ner-
vander oli jo va¨ito¨skirjassaan tutkinut niita¨ lainalaisuuksia, joiden mukaisesti
magneettineula ka¨a¨ntyy sa¨hko¨virran vaikutuksesta. Mutta vasta Euroopan-
matkallaan Pariisissa vuosina 1833–34 ha¨n esitteli Ranskan tiedeakatemialle
laitteen, joka oli merkitta¨va¨ parannus aikaisempiin galvanometreihin na¨hden.
Instrumentin yksityiskohtainen esittely on julkaistu Gay-Lussacin ja Ara-
gon toimittamassa aikakaussarjassa Annales de Chimie et de Physique [1],
jonka suomennos taustaselityksineen on ilmestynyt Teknillisen korkeakoulun
Sa¨hko¨magnetiikan laboratorion suomenkielisessa¨ julkaisusarjassa [2].
Sa¨hko¨magnetiikan laboratoriossa on myo¨s ka¨ynnissa¨ projekti—tekniikan
ylioppilas Jukka Venermon diplomityo¨—jossa tavoitteena on rakentaa mah-
dollisimman aito kopio Nervanderin tangenttibussolista, jolla nimella¨ Ner-
vanderin parantelema herkka¨ galvanometri nykya¨a¨n tunnetaan.
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Kuva 1: Helsingin yliopistomuseossa sa¨ilytetta¨va¨, tietta¨va¨sti ainoa sa¨ilynyt
Nervanderin rakentama tangenttibussoli (kuva: Jukka Venermo).
Viitteet
[1] J.J. Nervander: Me´moire sur un Galvanome`tre a` chaˆssis cylindrique par
lequel on obtient imme´diatement et sans calcul la mesure de l’intensite´
du courant e´lectrique qui produit la deviation de l’auguille aimante´e.
Annales de Chimie et de Physique, Tome 55, 156–184, 1834.
[2] A. Sihvola: Johan Jakob Nervanderin tangenttibussolitutkielma vuodel-
ta 1834. Sa¨hko¨magnetiikan laboratorion julkaisuja, Raportti SF23, elo-
kuu 2005.
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In [1], a new type of an electromagnetic frequency domain surface inte-
gral equation formulation was developed. The main idea in this new formu-
lation was to use the surface charge densities, or the normal components of
the ﬁelds, as unknowns in addition to the traditional surface current densi-
ties, or the tangential ﬁeld components. The new formulation does not have
problems with the low frequencies, it is well-balanced and the convergence of
the iterative methods is fast for a very wide frequency range.
Traditional electromagnetic surface integral equations suﬀer from a so cal-
led low frequency breakdown in which the equation becomes ill-conditioned
at low frequencies or if discretized with small elements compared to the wave
length. The traditional equations are usually derived from the curl equations
of the time harmonic Maxwell’s equations of a homogeneous region with no
sources,


∇× E˜ = ik H˜
∇× H˜ = −ik E˜
∇ · E˜ = 0
∇ · H˜ = 0
where normalized electric E˜ =
√
εE and magnetic ﬁelds H˜ =
√
µH are
used, i =
√−1 and k = ω√εµ is the wave number.
The divergence equations follow from the curl equations when the frequen-
cy is not zero. If the frequency is zero, the divergence restrictions are lost
and the static behavior is not correct. The low frequency problem of the
traditional surface integral equation formulations is due to this incorrect
static behavior of the Maxwell’s system used to derive the formulations [2].
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In [3] and [4] (Rainer) Picard presented an extended Maxwell’s system
(P (∇) + ik)


Ψ
E˜
H˜
Φ

 = 0, P (∇) =


0 0 ∇· 0
0 0 ∇× ∇
∇ −∇× 0 0
0 ∇· 0 0

 ,
having two additional scalar unknowns, Ψ and Φ. The ﬁelds E˜ and H˜ of
the Picard’s system solution solve the Maxwell’s equations if and only if the
additional scalar functions are identically zeros, Ψ ≡ 0 ≡ Φ.
All the four original Maxwell’s equations are included in the system and
so the static behavior is correct. The Picard’s system is an elliptic partial
diﬀerential equation system and the dimension of the null space of the P (∇)
operator is ﬁnite and does not depend on the material parameters.
The surface integral representation of the Picard’s system is
Ω


0
E˜
H˜
0

 =


0
E˜p
H˜p
0

− (P (∇)− ik)S


n · H˜
n× H˜
−n× E˜
n · E˜

 ,
where E˜p and H˜p are the source ﬁelds, S is the Single Layer integral operator,
n is the inner unit normal of the surface and Ω is one inside the region, zero
outside and a local solid angle of the surface on the surface.
The new current and charge formulation can be derived from this surface
integral representation and the good low frequency properties of the new
formulation are due to the correct static behavior of the Picard’s system.
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Integraaliyhta¨lo¨menetelma¨t ovat suosittuja avointen kentta¨laskentatehta¨-
vien ratkaisemissa, kuten tutkavasteen tai antennin mallinnuksessa. Syntyva¨
matriisiyhta¨lo¨ on kuitenkin ta¨ysi, mika¨ on perinteisesti rajoittanut tuntemat-
tomien lukuma¨a¨ra¨a¨. Nykya¨a¨n voidaan kuitenkin ratkaista sa¨hko¨isesti isoja
kappaleita tehokkaasti monitasoisella nopealla multipolimenetelma¨lla¨ (MLF-
MA), ka¨ytta¨en jopa useita miljoonia tuntemattomia [1].
MLFMA ka¨rsii kuitenkin kahdesta matalan taajuuden ongelmasta, jot-
ka esiintyva¨t mika¨li diskretointi on eritta¨in tihea¨ aallonpituuteen na¨hden.
Ensimma¨inen ongelma on perinteiset pintaintegraaliyhta¨lo¨formulaatiot jot-
ka eiva¨t va¨ltta¨ma¨tta¨ suppene pienilla¨ taajuuksilla. Toinen vakava ongelma
on etta¨ dynamiikan multipolimenetelma¨, joka perustuu kenttien esitta¨miseen
kaukokenttien ja tasoaaltojen avulla, ei toimi matalilla taajuuksilla.
Ta¨ssa¨ esityksessa¨ keskityta¨a¨n ja¨lkimma¨iseen matalan taajuuden ongel-
maan.
Alkupera¨inen statiikan nopea multipolimenetelma¨ (FMM) perustuu kent-
tien esitta¨miseen multipolisarjojen avulla. Vastaava dynamiikan FMM mul-
tipolisarjoilla on myo¨s ka¨ytto¨kelpoinen matalilla taajuuksilla, mutta toisaal-
ta se ei ole tehokas korkeilla taajuuksilla. Ka¨ytta¨ma¨lla¨ seka¨ multipolisarjoja
etta¨ tasoaaltokehitelmia¨ voidaan rakentaa laajakaistainen FMM joka toimii
kaikilla taajuuksilla [2].
Va¨ito¨skirjassani [3] olen kuitenkin valinnut toisen la¨hestymistavan, jo-
ka perustuu Greenin funktion spektraaliesitykseen. Ta¨ma¨ esitys antaa taso-
aaltokehitelma¨n joka on tarkka kaikilla taajuuksilla, ja lisa¨ksi menetelma¨n
yhdista¨minen perinteisen dynamiikan multipolimenetelma¨n kanssa on melko
suoraviivaista.
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